
Ejercicios de Análisis Matemático

Números complejos

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultadoen la formaa C i b.

i) .7 � 2i/.5 C 3i/ ii) .i � 1/3 iii) .1 C i/.2 C i/.3 C i/ iv)
3 C i

2 C i

v)
.4 � i/.1 � 3i/

�1 C 2i
vi) .1 C i/�2 vii)

1 C 2i

2 � i
viii) i2.1 C i/3

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

a)f1.z/ D z
2 b) f2.z/ D z3 c) f3.z/ D 1

z
d) f .z/ D 1

1 C z2
e)f4.z/ D z C i

z � i

3. Calcula las siguientes cantidades.

a) j.1 C i/.2 � i/j b)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4 � 3i

2 � i
p

5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c) j.1 C i/20j d) j
p

2 C i.
p

2 C 1/j

4. Calcula los números complejosz tales que
1 C z

1 � z
es:

a) Un número real; b) Un número imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.

a) �
p

3 � i b) �
p

3 C i c)
3p

3 C i
d)

1 C i
p

3

.1 C i/2

6. Expresa los siguientes números en la formaa C i b:

a) .�1 C i
p

3/11 b)

�

1 C i

1 � i

�5

c)

 

1 C i
p

3

1 � i

!6

d) .�
p

3 C i/13

7. Prueba que paraz 2C n R
�
o el argumento principal viene dado por

argz D 2 arc tg
Im z

Rez C jzj

Sugerencia. Ver el ejercicio resuelto (??).

8. Calcula arg.zw/ y arg
� z

w

�

supuestos conocidos argz y argw.

9. Supuesto quejzj D 1, prueba que

arg

�

z � 1

z C 1

�

D
(

�=2 si Imz > 0

��=2 si Imz < 0

10. Seaz D x C i y. Supuesto quejzj D 1, z ¤ 1, z ¤ �i , prueba que

arg

�

z � 1

z C i

�

D
(

�=4 si 1 � x C y > 0

�3�=4 si 1 � x C y < 0
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11. Resuelve la ecuación cuadráticaaz2CbzCcD0 dondea; b; c, son números complejos conocidos
y a ¤ 0.

12. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) z3 D 1 C i b) z4 D i c) z3 D �1 C i
p

3 d) z8 D 1 e) z2 C
p

32 i z � 6i D 0

13. Prueba que si una ecuación polinómica con coeficientes reales admite una raíz compleja,z, en-
tonces también admite como raíz az. Da un ejemplo de una ecuación polinómica de grado mayor
que 1 que tenga como raíz compleja1 C i pero no admita como raíz a1 � i .

14. Calcula las soluciones de las ecuaciones:

a) z4 C 2z3 C 7z2 � 18z C 26 D 0I b) z4 C .5 C 4i/z2 C 10i D 0 D 0

Sugerencia. El número1 C i es raíz de la ecuación del apartado a).

15. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:

jz C wj2 C jz � wj2 D 2.jzj2 C jwj2/ .z; w 2 C/

y explica su significado geométrico.

16. Dados dos números complejos˛ y ˇ, calcula el mínimo valor paraz 2 C de la cantidadjz �
˛j2 C jz � ˇj2:

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser útil.

17. Prueba que
ˇ

ˇ

ˇ

z � a

1 � a z

ˇ

ˇ

ˇ
< 1 si jzj < 1 y jaj < 1 y también sijzj > 1 y jaj > 1.

Sugerencia: Una estrategia básica para probar desigualdades entremódulosde números comple-
jos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

18. Seaw un número complejo de módulo 1. Expresa los númerosw � 1 y w C 1 en forma polar.

19. Seax un número real que no es múltiplo entero de2�. Prueba las igualdades

a) 1 C cosx C cos2x C � � � C cosnx D cos
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

b) senx C sen2x C � � � C sennx D sen
�n

2
x
�

sen

�

n C 1

2
x

�

sen
�x

2

�

Sugerencia: Si llamamosA a la primera suma yB a la segunda, calculaA C iB haciendo uso
de la fórmula de De Moivre.

20. Calcula una fórmula para la suma

N
X

kD�N

�

cos.2k� t/ C i sen.2k� t/
�

(tu respuesta debería de ser un cociente de senos).

21. Sean2N, n > 2 y w D cos
2�

n
C i sen

2�

n
. Dado un número enterom 2 Z, calcula el valor de

las expresiones:
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a) 1 C wm C w2m C � � � C w.n�1/m;

b) 1 � wm C w2m � � � � C .�1/n�1w.n�1/m.

22. Haciendo uso de la fórmula de De Moivre prueba que:

a) sen3' D 3 sen' � 4 sen3'.

b) cos4' D 8 cos4' � 8 cos2' C 1.

c) sen5' D 5 sen' � 20 sen3' C 16 sen5'.

23. Representa gráficamente los conjuntos de números complejosz que verifican:

jz � 3j 6 3I 2 < jz � i j 6 3I jargzj < �=6I jz � i j C jz C i j D 4

jz � 1j D jz � 2i jI
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z � i

z C 2i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D 2I Im.z2/ > 6I jz � i j D Im z C 1

24. Encuentra los vértices de un polígono regular den lados si su centro se encuentra en el punto
z D 0 y uno de sus vérticesz1 es conocido.

25. Resuelve la ecuación.z � 1/n D .z C 1/n, dondez 2 C y n2N, n > 2.

26. Seajz1j D jz2j D jz3j D 1. Prueba quez1, z2, z3 son vértices de un triángulo equilátero si, y sólo
si, z1 C z2 C z3 D 0.

27. Si0 6 argw � argz < �, prueba que el área del triángulo de vértices0, z y w viene dada por
1

2
Im.zw/.

28. Expresa los 8 númeroṡ1 ˙ i , ˙
p

3 ˙ i en la formar ei' .

29. Calcula el módulo y los argumentos principales de los números

1 C ei' ; 1 � ei' ; �a ei'

dondej'j 6 � y a > 0.

30. Calcula logz y Logz cuandoz es uno de los números siguientes

i; �i; e�3; e5i ; 4; �5 e; 1 C i

31. Calcula log.3i/ C log.�1 C i
p

3/ y log
�

3i.�1 C i
p

3/
�

.

32. Calcula log.�1 � i/ � log i y log

��1 � i

i

�

.

33. Calcula
Œ.�4/i �; i�3i ; Œi2=� �; Œi i �; 12i ; 31�i ; ..�i/i/i ; .1 C i/1Ci

34. Estudia, paraz 2C
� y n2N, las igualdades:

a) log.ez/ D z I b/ exp.log.z// D z I c/ log. n
p

z/ D log.z/

n
I d/ log.zn/ D n log.z/:

35. Prueba que la función logaritmo principal establece unabiyección entre los conjuntosCnR
�
o y

� D fz 2C
� W �� < Im.z/ < �g.

36. Estudia condiciones para que
�

ab
�c D abc.

37. Con una interpretación adecuada de la suma justifica que:

a) Arg.zw/ D Arg.z/ C Arg.w/; b) Log.zw/ D Log.z/ C Log.w/
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38. Estudia, interpretándolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igualdades:

a) LogŒab� D b Log.a/ b) logŒab � D b Log.a/ c) log.ab/ D b loga

39. Indica el error en los razonamientos siguientes:.�z/2 D z2; por tanto2 Log.�z/ D 2 Log.z/ y,
por consiguiente, Log.�z/ D Log.z/.

40. Explica con detalle dónde está el error en las igualdadessiguientes:

i D .�1/1=2 D Œ.�1/3�1=2 D .�1/3=2 D i3 D �i
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